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研究の概要 

非線形発展方程式に対し解の性質を調べる際、最も重要なことの一つは、“凝縮現象”とよばれ 

広い意味での特異性を特徴付けることである。本研究課題では、この凝縮現象を函数解析的方 

法および調和解析的方法を用いて解析する。さらに、凝縮現象を解析する数値計算法の開発を 

目指し、理論と数値シミュレーションとの比較も行う。 

研 究 分 野：数物系科学 

科研費の分科・細目：数学・数学解析 

キ ー ワ ー ド：函数方程式論，非線形波動・分散型方程式，解の正則性・特異性 

１．研究開始当初の背景 
 非線形発展方程式においては，“凝縮現象”
とよばれる広い意味での特異性が解の大域
的性質を決定することが多い。広い意味での
特異性というのは，通常用いられるような，
解の滑らかではない部分という意味ではな
く，解が持つと期待される性質を阻害する可
能性がある解の性質のことを意味する．従っ
て、凝縮現象を統一的に扱う手法・理論の確
立が望まれる。 
 
２．研究の目的 
広い意味での特異性は解の何らかの量（たと
えば，p 乗積分ノルムなど）が局所的に凝縮・
集約することにより発生することが多い．本
研究では，非線形波動・分散型方程式および
反応拡散系方程式や非圧縮性 Navier-Stokes
方程式を研究対象とし，解の凝縮現象によっ
て代表される広い意味での特異性生成メカ
ニズムを数学的に研究するとともに，それら
の凝縮現象を数値シミュレーションする。 
 
３．研究の方法 
 凝縮現象は様々な解析学的分野において
現れる，きわめて興味深い現象であり，理論
的解析と数値計算による解析の双方の研究
が重要である．その観点から，理論的には近
年発展の著しい非線形波動・分散型方程式研
究を通して開発された，フーリエ制限法，
I-method および最小爆発解の議論を用いる
とともに，数値シミュレーションを行う。 

４．これまでの成果 
（非線形波動・分散型方程式） 
まず、非線形シュレディンガー方程式や非線
形クライン・ゴルドン方程式に対しては、不
安定な基底状態の近傍から出発する解の大
域的挙動について、ある条件の下で完全に分
類した。基底状態よりエネルギー準位が低い
解については、多数の先行研究があるが、基
底状態の近くとは言え、エネルギー準位が高
い場合の数学的研究はほとんどなかった。そ
の点で、当該分野における大きなブレークス
ルーであると言える。また、周期境界条件の
下で 2次元 Zakaharov 方程式の爆発解の存在
を証明した。2 次元ユークリッド空間におけ
る Zakaharov 方程式に対しては、Glangetas 
and Merle が 1994 年に証明したが、周期境界
条件の場合は未解決であった。今回は周期境
界条件における Zakaharov 方程式の非線形項
評価に相当する、ほぼ最良の双線形評価を得
ることにより爆発解の存在証明が可能とな
った。さらに、形状記憶合金の数理モデル方
程式である等温 Falk モデルに対し、Gibbs 測
度と Kuksin 流の不変測度を構成した。非線
形波動・分散型方程式のような無限次元のシ
ステムに対し不変測度を構成するのは、それ
自身非常に興味深い問題である。 
 
(流体方程式と数値計算) 
張力重力波のストークスドリフトと呼ばれ
る現象を数学的に解析するとともに数値計
算によって調べた。張力重力波とは、水面が
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表面張力や重力によって振動するときに生
じる波のことであり、古くから研究が行われ
てきた。渦なし粘性なしの非圧縮性流体の自
由境界値問題に対し、線形化方程式を考える
と、水面に乗っている粒子運動の軌跡は、近
似的に楕円や円の閉曲線になる。しかし、波
が小さくても 2次の非線形性を無視すること
はできず、2 次非線形性の効果により粒子は
水平方向に移動する。これを、ストークスド
リフトという。このことは、張力がない重力
波の場合には 2006 年に Constantin によって
証明されたが、その証明方法は張力重力波の
場合には適用できなかった。今回は、張力重
力波の場合でも適用できる証明を与えると
ともに、Euler 座標系での数値計算を行った。 
また、3 次元非圧縮性 Navier-Stokes 方程式
に関係した、移流項と非局所性を持つモデル
方程式を考え、特異性生成メカニズムを調べ
た。さらに、やはり非圧縮性 Navier-Stokes
方程式と関連した一般化 Prudman-Johnson 方
程式の数値計算を行い、パターン形成や特異
性生成メカニズムを数値的に調べた。 
 
（Keller-Segel 方程式） 
1970 年に Keller と Segel が細胞性粘菌の集
中現象を記述するモデルとした提唱した、い
わゆる放物型－放物型 Keller-Segel 方程式
に対し、解が爆発するための自然な十分条件
を与えることは、長年の未解決問題であった
が、今回これに決着をつける結果を得た。放
物型－放物型の方程式を簡単化した、放物型
－楕円型 Keller-Segel 方程式の爆発解につ
いては、多数の先行研究がある。しかし、放
物型－放物型の場合、3 次元以上の領域に対
しては Winkler が証明していたが、彼の証明
方法は 2 次元には適用できなかった。今回、
Trudinger-Moser 不等式とある種の単調性公
式を組み合わせることにより、放物型－放物
型 Keller-Segel 方程式の解が爆発するため
の十分条件を与えることに成功した。 
 
（双線形写像の有界性） 
2 次の非線形性は二つの函数の積で表される
ので、双線形写像と見なすことができる。そ
のため、非線形偏微分方程式への応用を考え
ると、線形写像の有界性だけでなく双線形写
像の有界性も重要である。今回、Morrey 空間
におけるアトム分解を考え、双線形写像の有
界性定理へ応用した。Morrey 空間は、非圧縮
性 Navier-Stokes 方程式の解空間として用い
られるだけでなく、2008 年の Merle and 
Raphael の論文では、質量優臨界非線形シュ
レディンガー方程式の解が爆発するときに
は、スケール不変ノルムも爆発することを示
すために用いられており、非線形偏微分方程
式研究に重要な函数空間である。そのため、
将来非線形偏微分方程式への応用が期待さ
れる。 

５．今後の計画 
非線形発展方程式に対する凝縮現象をさら
に深く解析するため、4 番で述べたこれまで
の成果を進展させるとともに、新しい問題に
も取り組む。具体的には、平成 25 年度まで
は、個別の方程式に対し、それぞれがほぼ独
立に研究を行ってきたが、研究期間の後半で
はそれらの背後にある共通の原理・法則を探
る。また、数学理論としての解析だけでなく、
理論と数値シミュレーションとの比較も行
う予定である。 
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