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研究の概要 
結晶成長現象、流体運動等、自然科学の諸現象を記述するために用いられている非線形偏微分 

方程式に対してさまざまな手法や概念を確立することにより、複雑な形状や形態の変化を厳密 

に数学的現象として捉えることを第一の目的としています。その上でその解のさまざまな性質 

を解析することにより、形状や形態がどのように変わっていくかを考察します。 

研 究 分 野：数物系科学・数学 

科研費の分科・細目：数学・大域解析学 

キ ー ワ ー ド：非線形現象 

１．研究開始当初の背景 
形状や構造の変動を正確に捉え解析する

ことは、数学分野だけではなく、科学技術全
般の複雑な現象を理解し、解明するために重
要です。複雑な結晶がどのように形成されて
きたか、といった自然科学的な問題から複雑
な画像からどのようにノイズを除くとよい
かといった工学的な問題まで、形態変動に関
する問題はさまざまです。 

２．研究の目的 
本研究では図形やパターンの変動を記述

する重要な非線形偏微分方程式に対し、必ず
しも微分可能とは限らない解の複雑な挙動
や性質を解明すると共に、さまざまな数学モ
デルとの関係を明らかにするために、粘性解
析、変分解析、漸近解析、実解析、確率解析
を深化させていきます。また結晶成長分野な
ど関連分野への応用を目指すだけではなく、
複雑な現象を図形の変動と捉え、従来つなが
りのなかったとされる分野への応用の可能
性を探索していきたいと考えております。 

３．研究の方法 
個人研究、海外共同研究者や研究協力者と

の共同研究を主体とします。このため国際ワ
ークショップ、学際的国際会議やチュートリ
アルセミナーを開催し研究者ネットワーク
を強化します。これまでに開催した主なもの
は以下のとおりです。 
(i) Minisemester on evolution of interfaces 

2010（平成 22 年度） 

(ii) Front propagation, biological problems 
and related topics: viscosity solution 
methods for asymptotic analysis（平成
23 年度） 

(iii) Mathematical Aspect of Image 
Processing and Computer Vision（平成
21 年度、22 年度、23年度） 

(iv) 表面・界面ダイナミクスの数理Ⅰ、Ⅱ（平
成 23 年度） 

(v) 致死性不整脈の機序の解明Ⅰ、Ⅱ（平成
23 年度） 

４．これまでの成果 
 大きく 5 つのテーマに分けて述べます。 
① 形態変動解析に適した新たな解概念の定
式化：非線形偏微分方程式の「解」はたとえ
時刻ゼロのとき滑らかであっても、やがて尖
って特異点を持つことがあります。微分でき
ない関数を微分方程式の「解」と理解するた
めには、解概念の拡張が必要になります。ま
た方程式自体に特異性があり通常の意味で
は何をもって「解」としてよいのかわからな
いこともあります。結晶成長現象や画像処理
を記述するさまざまな方程式についてこの
問題を検討し、新たな解概念を導出し、また
その解の性質を解析しました［文献 1］。例え
ば 2階特異拡散方程式に関する粘性解の概念
の拡張や、駆動力付平均曲率流方程式に対す
るヴァリフォールド解の概念の確立とその
正則性理論の構築です。さらに半導体結晶表
面の変化等を記述すると考えられている応
用上重要な 4階の特異拡散型の表面拡散流方
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程式について解の概念を明確にしました。そ
の上で、周期境界条件の場合、この全変動流
型方程式の解のグラフは有限時間内に平ら
になってパターンが消える有限消滅性を証
明しました［文献 2］。比較原理の無い 4階方
程式では初めての画期的成果で、形態変動解
析において重要な基礎理論です。また初期形
状が連続でも瞬間的に不連続になるという、
2 階問題では起こらない珍しい現象も発見し
ました［文献 1］。 
② 解の挙動の解析：解の存在や一意性がわ
かると、次に解の挙動が課題となります［文
献 3］。形態変動の解析としては例えば時間無
限大での形態が一定になるのかどうかは大
きな問題です。このような問題に対しても本
研究は大きな貢献をしております。例えばハ
ミルトン・ヤコビ方程式の時間無限大での解
の漸近挙動について、従来全く取り扱われて
いなかった非強圧的なハミルトニアン［文献
4］や、ノイマン条件を境界条件とした問題
［文献 5］に対して、その時間無限大での漸
近挙動の特徴づけに成功しています。粘性解
理論といった数学解析の進展だけではなく、
結晶成長現象解明にも重要な結果です。 
③離散モデルと連続モデルの相互関係の解
析：例えば、平均曲率流方程式の時間離散的
微分ゲームや時間離散的変分スキームによ
る近似解の収束を境界条件付の場合や非等
方的な場合等、従来扱われていなかった条件
下で証明しました。 
④次元の効果の解析： 3次元非圧縮性粘性流
体の渦度方向が連続ならば、渦度自体がいく
ら大きくても流れに特異点が生じないこと
を、2 次元流への帰着により示しました［文
献 6］。渦度方向があまり変わらないと 2次元
的になるという物理的直観を反映した、自然
な証明です。そこで用いた「爆発法」の精神
を線形化方程式であるストークス方程式に
応用し、30 年間未解決の「ストークス半群の
有界関数の空間での解析性」を一般的な領域
で証明することに成功しました(投稿中)。 
⑤科学技術諸分野からの問題探索：結晶成長
分野を中心にこれまで定式化できた問題に
ついて顕著な成果を得ました。例えば結晶表
面で強さが異なる複数の螺旋転位が衝突を
繰り返しながら表面が成長する現象を正確
に捉えることは重要です。従来の等高面法で
はこれらの複雑な状況を計算すること自体
不可能でした。本研究で開発した被覆空間上
での等高面法に転位の加法的表現を用いた
初期値構成法を確立することにより、一般の
初期形状からの数値計算が可能になりまし
た。結晶成長学に対しても重要な貢献です。 

５．今後の計画 
これらのテーマ①～④に対しては、結果の

さらなる拡張や精密化や、より一般的な設定
への理論構築を行います。これらの知見をも

とに、複雑流体効果など形態変動を記述する
新たな方程式に取り組みます。テーマ⑤科学
技術諸分野からの問題探索については、最終
年度まで問題の抽出を行うとともに、これま
で定式化した問題の数学的解決を目指しま
す。このため、例えば次のようなシンポジウ
ムを予定しています。一般にも公開されます。 
a. Variational Methods for Evolving 

Objects (2012年 7月 30日～8月 3日) 
http://www.math.sci.hokudai.ac.jp/ 
sympo/120730/index_en.html 

b. Pacific Rim Conference on Mathematics 
2013 (2013年 7 月 1日～5日) 
http://www.math.sci.hokudai.ac.jp/ 
sympo/130701/ 

c. 表面・界面ダイナミクスの数理Ⅲ(2012 年
5 月 13日～16日) 

d. 心臓と血流の数理(2012年 6月 5日～7日) 
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