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研究集会への参加やセミナー発表が多数予定されていたが，パンデ
ミックの影響で多くがキャンセルになった．オンラインセミナーに毎
週定期的に参加し，オンラインでの研究集会にもいくつか参加した．
派遣期間中，以下の研究を行った．
(1) 有理数体の代数閉包 Q 上定義された射影多様体 X の自己射

f : X ÝÑ X に対してKawaguchi-Silverman予想と言うものが
ある．

Conjecture 0.1 (Kawaguchi-Silverman conjecture (KSC)). 点
x P XpQqが Zariski稠密軌道を持つとき，算術次数

αf pxq “ lim
nÑ8

hHpfnpxqq1{n

は f の力学次数 δf に一致する．ここで，hHはX上の豊富因子
H に付随するWeil高さ関数であり，力学次数とは f の幾何的
な複雑さを測る不変量である．

この予想は例えば，fがZariski稠密軌道を持たないときは意
味を持たない．また，各軌道に注目した問題なので，大域的な
問題ではない．そこでMeng, Shibata, Zhangとの共同研究で，
以下の予想を定式化した．

Conjecture 0.2 (Small arithmetic non-density (sAND)). 代数
体K 上定義された射影代数多様体X と自己射 f : X ÝÑ X を
考える．d ě 1を任意の整数とする．このとき集合

tx P XpLq | LはKの d次拡大，αf pxq ă δfu

はXで Zariski稠密ではない．

まず，sANDはKSCを導く．我々は，sANDをいくつかの場
合に成立することを確認した．例えば，曲面の場合，アーベル
多様体の場合，Mori dream spaceの場合，Hyper Kahler多様体
の場合などである．
またこの予想の相対版も定式化した．つまり，自己射の族に

対しても同様のことが期待できると言うものである．この場合，
アーベル多様体の自己射の族の場合に，この予想をアーベル多
様体のトーション点の一様有界性予想から導いた．また相対版
sANDと力学系のpreperiodic pointsの一様有界性予想とが同値
であることを示した．

(2) 上記の予想 sANDはKSCよりも強いものであった．逆に関し
て，つまりKSCから sANDが従うかという問題が考えられる．
実はいくつかの力学系に関する一様性が成立すると，KSCから
sANDが従うことがわかっている．その中の一つの問題について，
Meng, Shibata, Zhang, Zhongらと研究した．具体的には射影
多様体Xの自己射 f : X ÝÑ Xについて，Xの部分多様体V で
あってf -periodic with period rでありf rのV への制限の力学次
数が δrf より真に小さなものの個数について研究した．このよう
なものの中で極大なもの全体を Sf8とし，その中で f -invariant
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なものを Sf と書く．また f -invariantかつ dimV “ dimX ´ 1
なものからなる集合を Pf と書く．このとき，Sf が有限だとい
うのが予想である．我々は，Pf が有限であることを一般に示し
た．Sf に関しては特別な場合に有限性を示した．また，以下の
ような漸近的評価も示した．

Pfn ď δnf qp1 ` op1qq.

Sfnについても，Xが代数群で fが group homと translationの
合成の場合等に

Sfn ď δndimX
f p1 ` op1qq

という評価を示した．
(3) KSCを研究する際，自己射や多様体の幾何から来る条件から考
えるべきケースを絞れる場合が多くある．そのような際に使え
る可能性のあるいくつかの事実を示し，まとめた．例えば，自己
同型 f : X ÝÑ Xの場合には，N1pXqへの作用 f˚と pf´1q˚の
leading eigenvector D`, D´ を考えることが様々なシチュエー
ションで利用されてきた．私はD` `D´が相異なる二つの有効
R因子と R-線形同値ならば，KSCが示せることを示した．こ
れはこれまでのこのような手法の総括とも言える．また例えば，
射影空間の上のベクトル束の自己射の KSCを示した．これは
ベクトル束の自己射の幾何についての比較的新しい結果や，私
の去年の論文の結果などを組み合わせると示せるというもので
ある．

(4) 自己射の軌道に沿った，局所高さ関数や部分多様体に付随する
高さ関数の増大について詳しく研究した．

Y Ă Xを部分多様体とする．まず局所高さ関数

λY,v “ ´ logpv-adic distance from Y q

の増大についてであるが，Y が因子の場合などはこれを知る
ことが軌道の整数点の様子を知ることにつながる．一方 Y の
codimensionが高い場合は，基本的には局所高さ及び大域高さ

hY “
ÿ

v

λY,v

は豊富因子に付随する高さに比べて真に遅くしか増大しないこ
とが期待できる．これは私が数年前から考えていた問題である
のだが，ここ数ヶ月で大きな進展があった．
まず，Y が 0次元の場合，つまり有限集合の場合，自己射の

分岐などに関する適切な幾何的な仮定の元，

lim
nÑ8

λY,vpfnpxqq

hHpfnpxqq
“ 0

となることを示した．これは期待通りの結果であり，数論力学
系の今後の研究で重要な役割を果たす可能性がある．また Y が
任意次元の場合に同様のことをVojta予想を仮定して証明した．
Y が codimension 1の場合にはこれは軌道の整数点の Zariski
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non densityやDynamical Lang-Siegel予想と呼ばれる予想をほ
ぼ導く．
一方大域高さ hY についてであるが，これに対しても Y の

codimensionが２以上で fnのY での分岐の様子が漸近的に悪く
なければ，

lim
nÑ8

hY pfnpxqq

hHpfnpxqq
“ 0

が期待されている．これは非常にデリケートな数論的問題であ
り，例えば特殊な場合として Carvaja-Zannierの定理を導くこ
とが知られていた．またこの予想は P2

Qの自己射に対する Dy-

namical Mordell-Lang予想を導く．さらに，そのほか様々な高
次元数論力学系での応用が期待される．私はまずどのような場
合に正確に上記のことが期待できるのかを, Y の f による逆軌
道がどれくらい f の分岐因子と交わるかを測る量 epY qを導入
し明らかにした．

Conjecture 0.3. epY q ă αf pxqかつ xの f -軌道が Zariski稠密
ならば，

lim
nÑ8

hY pfnpxqq

hHpfnpxqq
“ 0.

この予想が，やはりVojta予想を仮定すれば genericな軌道に
対してはこれが正しいことを示した．
この予想のさらなる応用として，primitive prime divisorに関

する問題を研究した．一般にprimitive prime divisorとは，数列
panqnに対して定義される以下のもののことである．第n項anの
primitive prime divisorとは素数 pであって，anを割り切り，任
意の am, m ă n を割り切らないもののことである．数論力学系
の設定では以下のように一般化することができる．軌道 pfnpxqqn
について，fnpxqのprimitive prime divisorとは代数体Kのnon-
archimedean absolute value v であって，λD,vpfnpxqq ą 0かつ
λD,vpfmpxqq ď 0, m ă nなるもののことである．例えば，X “

PN でD “ px0 “ 0q, K “ Qの場合，軌道を fnpxq “ pa0pnq :
¨ ¨ ¨ : aNqと coprime integer による homogeneous coordinateで
書くと，数論力学系の設定での primitive prime divisorは数列
pa0pnqqnの primitive prime divisor の概念と一致する．一般に，
自明な理由がない限り primitive prime divisorは存在するとい
うことが期待されている．私はVojta予想のもと，いくつかの純
粋に幾何的な仮定によって自明な理由を排除すれば，primitive
prime divisor が存在することを示した．

Theorem 0.4. Vojta予想を仮定する．Dは豊富な有効因子で
pf iq˚D X D は codimension 2 以上だとする．さらに epDq ă

αf pxqだとする．S を代数体 K の absolute values の有限集合
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で，archimedeanなものを全て含むものとする．このとき
"

fnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fnpxq does not have primitive prime divisors
outside S with respect to D

*

は Zariski稠密ではない．

(5) Meng, Shibata, Zhangとの共同研究中に以下の問題 (予想)が提
唱された．

Conjecture 0.5. f : X ÝÑ Xを代数体K上の射影多様体の自
己全射だとする．Y Ă Xを部分多様体で fpY q “ Y なるものと
する．このとき，ある整数 r ě 0が存在し，以下が成立する：
x P XpKqがある整数 n ě 0に対して

fnpxq P Y

を満たすならば，f rpxq P Y が成立する.

この予想に関しては現在も進行中だが，派遣期間中に以下の
結果を得た．

‚ f が etale射の場合は予想は正しい．
‚ f の Y への制限 f |Y : Y ÝÑ Y が etaleの場合も予想は正
しい．

‚ 上記二つのケースでは，KがQpの有限次拡大体でX, f が
good reductionを持つ場合にも予想は正しい．

‚ 一般にはKがQpの有限次拡大体だと予想には反例がある
(Xが射影平面で反例を構成した)．

‚ Xが射影的ではない場合は，予想には反例がある．
この予想の特別な場合として，多様体の自分自身との直積と

対角部分集合を考えると以下の予想を得る．

Conjecture 0.6. f : X ÝÑ Xを代数体K上の射影多様体の自
己全射だとする．このとき，ある整数 r ě 0が存在し，以下が
成立する：x, y P XpKqがある整数 n ě 0に対して

fnpxq “ fnpyq

を満たすならば，f rpxq “ f rpxqが成立する.

これはすでに有理点と自己射に関する興味深い問題であり，
X “ P1の場合でさえ非自明だったがこの場合にはBell, Satriano
との現在進行中の共同研究で証明することができた．




