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研究の概要 
熱対流問題に対する有限要素法の誤差評価の確立とその応用 
流れ問題に対する精度保証付き数値計算手法の確立とその応用 
混相流問題に対するエネルギー安定有限要素法の開発 
ナヴィエ･ストークス方程式のための特性曲線有限要素法の開発 

研 究 分 野：数値解析 

科研費の分科・細目：数学･数学一般 

キ ー ワ ー ド：非圧縮粘性流体，有限要素法，計算機援用証明，精度保証計算 

１．研究開始当初の背景 
流れ問題の数値計算とシミュレーションは
多くの分野でなされているが，数値計算ス
キームの正当性，事前事後評価を考慮して
数値解法の開発に取り組んでいるグループ
は少ない．偏微分方程式の数値解法という
立場から，数学と計算機を背景に，流れ問
題の数値解法の共通基盤として，実用的な
信頼あるスキームを構成する． 
２．研究の目的 
  非縮粘性流れ問題，移動境界問題に対し
て数学的に正当化された高品質数値解法の
開発と解析を行い，その解法に基づいた計
算スキームを作成し，数値シミュレーショ
ンを実践する．流れ問題に対して，区間演
算を伴う精度保証計算を導入し，解の存在
を計算機援用証明で示すと同時に解の事後
評価を行う． 
３．研究の方法 
  主な購入設備は高性能パーソナルコンピ
ュータとデータ保存用ハードディスクアレ
イであり，九州大学情報基盤研究開発セン
ターの計算機を年間資源占有タイプで借用
した．問題の物理的数学的構造の解析，計
算手法の開発と解析，スキームの構築，コ
ードの作成，数値シミュレーション行った． 
４．研究の主な成果 
(1) 熱対流問題に対する有限要素法の誤差
評価の確立とその応用[6],[7],[8] 
  非定常熱対流問題は，ナヴィエ・ストー
クス方程式と熱エネルギー方程式が連立し
た問題であり，多くの数値計算がなされて
いる．数値解の収束性に関しては，半離散

近似など非常に限定的な結果しか得られてい
なかった．実際の計算に用いられる全離散有
限要素近似に対して初めて，包括的な誤差評
価を与えた．係数が温度に依存している場合
も含んでいる．遅い流れの熱対流問題で温度
依存係数を持つ場合にも，安定化有限要素法
を用いて収束性を示した．係数の温度依存性
は，地球マントル対流やガラス溶融炉内流れ
問題などの現実的な問題で本質的に重要であ
る．高レイリー 
数に対応したス 
キームを開発し 
地球マントル対 
流の数値計算に 
用い，粘性係数 
の温度依存性が 
３次元対流パタ 
ーンに如何に反 
映するかを明確 
に捕らえた．     図１．地球マントル対流[6] 
 
(2) 流れ問題に対する精度保証付き数値計算
手法の確立とその応用[2],[3],[5] 
  精度保証付き数値計算は区間演算を用いる
ので計算量が増えるが，厳密解の存在証明を
も与えることができる．流れ問題へ精度保証
計算を適用するに際して，数値的検証手法の
改善を行い，多くの明確な成果が得られた．
その中から２つの結果を述べる．３次元熱対
流問題で蜂の巣タイプや矩形タイプの分岐解
が新たに存在することを数値的に証明した．
オーア･ゾンマーフェルト方程式の固有値問
題を解いて２次元ポワズイユ流がレイノルズ
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数 5,775 では不安定であることを示した． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   図２．熱対流問題の蜂の巣パターン[2] 
(3) 混相流問題に対するエネルギー安定有
限要素法の開発[4] 
  流れ問題の数値解析において，単一のナ
ヴィエ・ストークス方程式で記述される標
準的な流れ問題では計算スキームの安定
性と収束性の理論は確立し実用計算に有
効に使われている．一方，気液二相流など，
それぞれの流体がナヴィエ･ストークス方
程式に支配され，界面で表面張力を伴う混
相流問題に対しては収束性が確立された
スキームは得られていない．安定性に関し
ては，唯一 Bansch の結果があるが，計算
手間が大きく，実用計算には用いられてい
ない．界面で表面張力が働く場合に，エネ
ルギーの意味で安定な計算ができるエネ
ルギー安定有限要素法を開発した．この方
法は界面追跡法に属し，時間を要する計算
主要部分は単一のナヴィエ･ストークス問
題と同じであり，実用的な混相流問題の解
法である．エネルギー安定性の基準を計算
して安定な計算の進行状況を知ることが
できる．スキームは表面張力の取扱いも込
めて数学的に非常に自然な枠組みで導か  
                れてあり，その中でエネ 
                ルギー基準を用いる実 
                用的なこのスキームは， 
                従来にない斬新なもの  
                である．気泡上昇問題な 
                どで，このエネルギー基 
                準が満たされているこ  
                とを示し，気泡形状への  
                表面張力係数の依存性  
                などを詳細に調べるこ  
                とができるようになっ 
                た． 
  図３．気泡の上昇[4] 
 (4) 特性曲線有限要素法の開発[1] 
  流れ問題が構造問題と大きく異なる点
は通常，解くべき連立一次方程式の行列が
非対称になることである．そのため，大規
模数値計算を難しくしている．特性曲線法
はこの点を克服し計算に必要な行列は対
称である．我々は従来の時間１次精度を１
段階２次精度に上げる理論を移流拡散方
程式で確立していた．本研究では，ナヴィ
エ・ストークス方程式に拡張して，２次精

度スキームを作成した．その際，圧力強形式
がより安定であることを見出した．さらに，
３次元問題の計算を軽減できるように，圧力
安定化特性曲線有限要素法も開発した．この
方法では流速，圧力ともに四面体一次要素を
使うことができ，行列の対称性と共に計算の
一層の軽量化が可能になった． 
５．得られた成果の世界・日本における位置
づけとインパクト 
  今回，開発した流れ問題のための数値計算
スキームはいずれも国際的にも斬新な発想に
基づいた数学的に正当ものであり，国内外か
らすでに関心を寄せられている．精度保証計
算の結果は厳密な結果として初めて得られた
もので，流体力学分野での理論解析に大きな
インパクトを及ぼすものと思われる． 
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