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⑥当初の研究目的（交付申請書に記載した研究目的を簡潔に記入してください。）  
 
1. シンプレクティック幾何学の研究の中心としてフレアーホモロジー論を確立すること。  
 フレアーホモロジーが定義される正確な条件の設定とその不変性の確立。族の場合への一般化、やシンプ 
レクティック多様体に対する種々の操作(手術など)についての性質の究明など。 
2. 弦理論との関係の追求。  
 種数の高いリーマン面(境界付き)などの場合も含める。これによって、チャーンサイモンズ摂動理論や、 
量子小平スペンサー理論との関係も理解したい。 
3. ホモロジー的ミラー対称性の証明。  
 フレアーホモロジーと層係数コホモロジーの関手的な同型の存在を予想するホモロジー的ミラー対称性  
を証明する。族のフレアーホモロジーの定義の厳密化、複素構造の量子変形の理解、種数1の場合の寄与の  
検討、などを考察する必要がある。  
4. 接触ホモロジーとの融合。   
 接触境界があるシンプレクティック多様体の、ラグランジュ部分多様体を境界に持つ概正則曲線を考えて、
フレアーホモロジーの理論と接触ホモロジーの理論との融合をはかる。  
5. 局所ミラー対称性とグロモフ・ウィッテン不変量の特徴付け。 
 局所ミラー対称性と呼ばれる研究は深谷、小野が基本ホモロジー類の整数性に関わって研究したやりかた
と関わりがあると思われる。 
6. ゲージ理論との関係。   
7. 代数的な研究との関係をつける。  



 

 

Ｓ終了－２ 

⑦研究成果の概要（研究目的に対する研究成果を必要に応じて図表等を用いながら、簡潔に記入してください。）  
 
 １．ラグランジュ部分多様体のフレアーホモロジー論の確立 
 当初の研究目的の中心であったこの点に関しては、深谷・太田・小野・Y-G Ohの共著である、Lagrangian 
intersection Floer homology - Anomaly and obstructionsの改訂版によって満足がいく形で、完成をみ

た。（この書物は３月末の時点で１０章のうち８つの章、８３０ページが完成した。この８つの章につ

いては、成果報告書の一部として提出する。残りの２章（８章と１０章）についても、数学的な内容は

完成している。また、８章は現在校正段階にあり、１０章は証明の細部のチェック、よりわかりやすい

書き方などを検討している最中であり、あと数ヶ月以内には完成する予定である。） 
 この書物において、（相対スピン構造を持つ）ラグランジュ部分多様体に対して、そのコホモロジー

群上のフィルター付きA無限構造を対応させる関手的対応が確立され、そのシンプレクティック幾何学

への５でのべるような応用が行われた。（ミラー対称性との関係は３で述べる。） 
  前提となるフィルター付きA無限代数のホモトピー論の確立、量子変形がなくなる極限で有理ホモト

ピー型を再現することの証明（そのための摂動の連続族による仮想ホモロジー類の表現する手法）、多

くの具体的計算例の計算（たとえば、ラグランジュ部分多様体の手術と擬正則円盤の関係）、チェイン

レベルの交点理論の基本的な手法の確立、代数的位相幾何学におけるA無限大空間の理論との関係の確

立、などの新しい種々の手法を開発したが、これらが理論の完成には不可欠であった。 
 ２．弦理論との関係の追求 
 擬正則円盤のモジュライ空間に関しては、内点をmarked point にもつ場合への理論の拡張を行った。

これは、open closed string theory の種数が0の場合にあたる。 
 この一般化を行う過程で、境界にmarked point を持たない擬正則円盤のモジュライ空間を、安定写

像を用いて「コンパクト化」すると、コンパクトにならないことを発見した。すなわち、無限遠に安定

ではない写像を入れることがコンパクト化に不可欠であることが判明した。これは種数が高い（境界付

き）擬正則曲線でも起きる。 
 この点を考慮に入れた正しい定式化を模索中である。 
 境界付き擬正則曲線の数え上げは、本研究の期間中に主として物理学者によって進展がなされている

が、数え上げで得られる数は、数学的にwell definedでない。数え上げの意味を正しく理解するための

基礎研究の出発点が本研究で与えられている。 
 ３．ホモロジー的ミラー対称性  
 １で述べた諸結果により、この予想を数学的に正確に述べることが可能になった。証明のための道筋

としては、漸近展開による方法、rigid幾何学による方法等が有り、前者は深谷の論文（文献の２番目）

で構想された。後者については、１で述べた書物の中で、実現のための枠組みを与え、特に形式スキー

ムの直積上の連接層を、フレアーホモロジーの族として構成したことは、証明の出発点である。また、

ループ空間を使う枠組み（文献の１番上）により、巡回対称性の証明や，弱い意味の収束証明がなされ

る予定であり、これが次のステップを与えると思われる。さらに、特異ファイバーの近くの族のフレア

ーホモロジーの漸近挙動を研究するという問題点も、１で述べた著書の１０章で研究を開始している。 
 ４．接触ホモロジーとの関係 
 ループ空間を用いるフレアー理論の定式化により、接触ホモロジーとのただしい関係に関する予想が

定式化され、また、そこで予想される同形の構成の一部（つまり片側の準同型の構成）も行うことがで

きることが判明した。 
 ５．シンプレクティックトポロジーへの応用 
 ３次元の素な多様体が３次元複素ベクトル空間のラグランジュ部分多様体になるのは、円周を直積因

子に持つときであることを証明した。関連して、トラースの複素ベクトル空間へのラグランジュ埋め込

みのマスロフ指数に関する、オーダンの予想を一般のスピンK(pi,1)多様体へ拡張した形で証明した。（深

谷） 
 フレアーホモロジーのねじれと交叉を解消するためにどの程度のホーファー距離ラグランジュ部分多

様体を動かさなければいけないかの関係を明らかにした。また、ねじれ係数がホーファー距離について

リプシッツ定数１のリプシッツ関数であることを証明した。（１で述べた書物の６章．） 
 モノトーンラグランジュ部分多様体に対する、アーノルド・ギヴェンタルの予想を証明した。（１で

述べた書物の８章．） 
 シンプレクティック微分同相群の中の完全シンプレクティック微分同相の作る部分群がC1位相で閉

であるという、フラックス予想を証明した。（小野） 



 

 

Ｓ終了－３ 

⑧特記事項（この研究において得られた独創性・新規性を格段に発展させる結果あるいは可能性、新たな知見、当該研究分野及び関

連研究分野への影響等、特記すべき事項があれば記入してください。） 
 
  仮想ホモロジー類を用いた対応(correspondence)によって、高次代数構造を構成し、そのホモ

トピー論（ホモロジー代数）を用いて種々の不変量を作り、それを幾何学あるいは位相的場の理

論に応用するという手法は、現在シンプレクティック幾何学・ゲージ理論・代数的位相幾何学・  
低次元位相幾何学などでの分野での主要な手法になりつつある。  

本研究、およびそれ以前に本研究の代表者分担者が行った諸研究は、このような潮流が形成さ

れる大きな要因になり、特にシンプレクティック幾何においては主要な要因であった。  
  
 本研究は、ラグランジュ部分多様体のフレアーホモロジー論の場合に、この種のプロジェクト、

すなわち、偏微分方程式を用いてモジュライ空間を作り、ホモロジー代数を用いてそれが表現す

べき代数系の理論を構築し、仮想ホモロジー類を用いた位相幾何学的議論をモジュライ空間に適

用して実際にそのような代数系を構成研究し、それを応用するというプロジェクトを一般的かつ

厳密な形で確立した。  
  
 同様のプロジェクトが海外でいくつか進展中であるが、シンプレクティック幾何学における  
それらは、本研究の影響下にあり、本研究の方法をまねて遂行されている。  
 
 本研究の過程で、代数幾何学の種々の部分とフレアーホモロジーの理論の類似がより深まった。

すなわち、種々の変形理論や、ホモトピー代数、形式スキームやリジッド幾何、ガロア対称性な

ど、代数幾何学の種々の側面が、フレアーホモロジーの理論に直接現れて重要な役割を果たして

いることが明確になった。  
  
 本研究の過程で、場の量子論に現れる考え方が、より多く幾何学研究に入り込む糸口が開かれ

た。たとえば、ファインマン図式がモジュライ空間の研究とそれに関わるホモロジー代数の双方

に自然に現れることが明確になった。さらに、チェインレベルの交点理論や、ホモロジー代数を

用いた変形理論が、繰り込み理論と関わることが次第に明確になってきている。  
  
 漸近展開を用いたミラー対称性の研究の中で、特殊関数の理論が、ミラー対称性と密接に関わ

ることが明確になり、稠密に分布した無限枚の壁に関する壁越えを用いて、特殊関数を記述する

という構想が生まれている。  
  
 本研究開始時におけるフレアー理論の応用は限定的であったが、本研究等によって、それが大

きく広がってきている。たとえば、与えられた多様体にラグランジュ部分多様体として埋め込め

る多様体を決めるというたぐいの問題において、現在知られているほとんどすべての結果はフレ

アーホモロジーを用いて導けることが次第に明らかになりつつあり、また、「概要」で述べた結

果など新しい結果も次々に生まれている。  
  
 本研究の代表者・分担者による、本研究に関わる諸研究は、諸方面から高く評価されている。 
本研究と関わりの深い研究によって、本研究の代表者分担者は次のような賞を（本研究期間中  
に）受賞している。  
 深谷は学士院賞および井上学術賞を受賞している。  
 中島はアメリカ数学会コール賞および学術振興会賞を受賞している。．  
 小野は日本数学会秋季賞を受賞している。  
  望月は日本数学会春季賞を受賞している。  



 

 

Ｓ終了－４－１ 

⑨研究成果の発表状況（この研究費による成果の発表に限り、学術誌等に発表した論文（掲載が確定しているものを含む。）の
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