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⑥当初の研究目的（交付申請書に記載した研究目的を簡潔に記入してください。） 
 

数理物理学の基礎方程式、生態系のモデルである非線形偏微分方程式を広範囲に渡って対象とし、解の存在、一意性、安定性とい

った”適切性”を研究する。手法として、従来の関数解析学や変分学的なアプローチに加えて、調和解析学を取り入れることに本研究

の特色がある。変分学の「峠の補題」、「concentration compactness」、 調和解析学のHardy - Besov 空間の理論等に見られる

様に、非線形解析学は純粋数学と表裏一体となって研究が最近、急速に進歩している。このことは、94 年の P.L.Lions（変分学的

方法による非線形偏微分方程式の解法）、Bourugain （調和解析学方法による非線形偏微分方程式の解法）両氏のフィールズ賞受

賞以来の強い流れである。実際、日本数学会における受賞分野も 97 年以来非線形解析部門が多く見られる。そこで、本研究ではこ

の 3 年間に基礎および応用解析学の強力なスタッフを揃えた東北大数学教室をキーステーションとして、20 世紀後半の目覚ましい

解析学の成果を基礎に、非線形偏微分方程式の多岐に渡って、その局所的・大域的適切性を統一的に研究し、新世紀初頭に新たな

理論を構築することを目指す。具体的には次の 3 つの研究班を構成して、個々の非線形偏微分方程式の解法に取り組む。 
1 流体力学の基礎方程式 
ナビエ・ストークス方程式に関して未解決である時間大域的一意可解性の問題は、ミレニアム問題として提唱されている。本研究

では粗い初期データのもとでの時間局所古典解が構成およびその時間期延長可能性に関して考察する。 
2 波動・分散型方程式 
波動方程式に対しては”null form”と言われている代数的構造による非線形性の分類と方程式の可解性の関係を次元解析(scaling 
 invariance)の観点から統一的に論じたい。また最近、Fourier制限ノルムの方法により、KdV 方程式、Benjamin-Ono方程式を

例に分散型方程式に対する従来の適切性の結果を改善したい。 
3 反応拡散方程式 
競合、すみ分け、補食関係といった複数種の個体数の増減のダイナミクスを解析する数学のモデルとしては、非線形放物型方程式

系を提唱する。安定な定常解の分類を変分法や最大値原理を用いて解析し、生物が存続するか、絶滅するかといった基礎的な問題

に非線形偏微分方程式の理論を適用したい。 
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⑦これまでの研究経過（研究の進捗状況について、必要に応じて図表等を用いながら、具体的に記入してください。）

 
1. Besov 空間における臨界 Sobolev 型不等式とその半線形偏微分方程式への応用 
斉次 Besov 空間 ,

s
p qB において、埋め込み不等式 
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を得た。これは Sobolev の不等式の臨界ケースを取り扱った Brezis-Gallouet, Brezis-Wainger, Ogawa-Ozawa 等による
対数型不等式を含む形になっており、 Navier-Stokes 方程式、Euler 方程式および調和写像流の方程式などの半線形発展
方程式の解の正則性の証明に応用できる。 
2. 無限遠方で減衰しない初期値に対する Navier-Stokes 方程式の局所古典解の存在 

Navier-Stokes 方程式のエネルギー有限な解についてはこれまで多くの結果が得られているが、領域が非有界の場合、無

限遠方で衰しない解の研究は近年になって注目されるようになった。例えば、初期値が に属する関数の場合は、

儀我等による古典の時間局所的な存在が示された（02 年）。

( nL∞ )
L∞ においては特異積分作用素 の有界性が保証されないため、

ソレノイダル空間への射影用素の取り扱いが著しく困難となる。儀我等は、Navier-Stokes 方程式の特殊な非線形構造に

着目し、ハーディ空間とその双対空間ある BMOを駆使して に属する初期値に関して、時間局所解を構成し
た。 

( nBUC )

q
本研究では斉次ベゾフ空間における双線形評価式と基本解の

pL L− 評価を確立し L∞ よりやや広いに
0

,B∞ ∞ 初期値をとる

Navier-Stokes 方程式の時間局所解の一意存在定理を証明した。さらに、解の時間延長可能性について渦度が
0

,B∞ ∞ に値を

とる関数として可積分であれば十分であることを示した。 
3. 弱

rL 空間における Navier-Stokes 方程式の弱解の内部正則性 

   Ωを の任意の開集合とし、時空間Ω× における Navier-Stokes 方程式の弱解 3 (0, )T
2 2 1(0, ; ( )) (0, ; ( ))u L T L L T H∞∈ Ω ∩

2 1
0(0, ; ( ))u L T H∈ Ω

Ω の内部正則性を考察した。ここで に関しては の境界 におけるいかな

る仮も課していないことが重要である。これまで Navier-Stokes 方程式の弱解の内部正則性定理は、多くの場合

すなわち、

u Ω ∂Ω

0u ∂Ω = を仮定し、 (0, )TΩ× の部分領域に ( ,D a )b× おけるある種の付加条件の

もとで、同部分領域uにおける滑らかさを導出していた。このように対象となる領域の境界値を指定して、弱解の内部正

則性を導くことは、通常の非線形楕円型、放物型に対するものとは異なるが、Navier-Stokes 方程式の場合、いまひとつ

の未知関数 p（圧力）の制御のためにやむを得なかった。そこで、本研究では Serrin の提唱した渦度 rotω =  の方程

式に着目して、uの境界条件を取り除くことに成功した。 
実際、ある正定数

u

0ε が存在して
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≤ ならば、u L であることが明らかにされた。 ( (D b∈ × ,a ))∞

ここに、r は条件, s 2 3 を満たし、L は弱 -空間を表す。応用として、弱解の孤立特異点の除去

可能性定理が得られる。すなわち、
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であれば、u L が従う。 0 0( ( , )RQ tχ∞∈ )
4. 斉次 Triebel-Lizorkin 空間にける双線形評価とその Navier-Stokes 方程式への応用 
Navier-Stokes 方程式の初期値問題の局所可解性に関しては、これまでのところ Koch-Tataru による

1BMO−
を初期デー

タとしたものが一番広い関数空間における存在定理である。斉次 Triebel-Lizorkin 空間 ,
s
p qF との比較においては 

1
,2
1BMO F−

∞= −
であることに注意すれば、構成された局所古典解 の延長可能性を斉次

Triebel-Lizorkin 空間において考察することは自然である。本研究では、
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を導いた。 
ここに、1 , 0, 0, 0p s α β< ≤ ∞ > > > であり、1 ,1 2 1 2,p p r r< ≤ ∞は関係式 2 11 1 1 21 1p p p r r= + = + を満た

すものとする。応用として、Navire-Stokes 方程式の における古典解uが条件 (0, )n T×

,(0, ; ),su L T F α−
∞ ∞∈  2 1 ,0s 1α α= − < <  

を満たせば、がT 存在して は上 ( (T′ > u 0,n T ))′× の古典解に延長可能であることが明らかにされる。尚、埋め込み

に注意すれば、上式において
/

,
rL F −

∞ ∞⊂ n r n rα = ととることにより、良く知られた Serrin のクラス (0, ; )s ru L T L∈ にお

ける古典解の延長可能性定理が、我々の結果から従うことが分かる。 
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⑧特記事項（これまでの研究において得られた、独創性・新規性を格段に発展させる結果あるいは可能性、新たな知見、学問的・学術的なインパク

ト等特記すべき事項があれば記入してください。） 

 

1. Navier-Stokes 方程式の適切性と流体学との関連 
流体力学サイドにおいては、今日、計算機能力の飛躍的な進歩に伴って Navier-Stokes 方程式の解を数値実

験によって求め、乱流をも含む様々な流れの場を 矛盾なく説明しているようである。 
一方、コンピューターを用いる以前に、まずは解析計算によって解の性質を調べようと試みる古典的な純粋数

学の立場もある。本研究では、Navier-Stokes 方程式の数学サイドから研究を紹介し、ミレニアム問題を中心

とした同方程式に関する課題を解説した。 
とくに、「乱流の発生が解の正則性の崩壊と対応している」との数学者の見解と、多くの流体力学者によって

指示されている「乱流の発生には解の特異性の議論は必要ない」との知見との比較を行った。 
渦度が有限でとどまる限り、解の正則性が保証されることに注目し、 乱流発生が渦度の挙動と密接な関係に

あることを偏微分方程式の適切性に関する研究から解き明かした。 
2. 自由度 2 の渦度ベクトル束縛による Navier-Stokes 方程式の時間局所古典解の延長可能性と乱流発生のメ

カニズムの解明 
乱流は流体力学における主要なテーマであるが、数学的に妥当な定義は未だにされていない。 
カオスやフラクタルといった確率論におけるモデルは、乱流を数学的に説明できるものとして久しく期待さ 
れて来た。カオスの特徴は、初期における小さな擾乱が時間経過と共に発達しやがて多くの自由度をもつ”混
沌”に至るということである。このことは、円柱のまわりの一様流から出発してカルマン渦列を発生し、やが

て乱流状態に至る現象をよく説明しているように思われる。本研究ではこの乱流の解釈に対する一つのアン

チ・テーゼを Navier-Stokes 方程式の時間局所古典解の延長可能性に対するある種の指標によって提唱した。

すなわち乱流の発生が渦運動の不規則性ととらえるならば、カオス的な乱流の解釈では初期の渦の制御によっ

ては乱流発生を抑えることは不可能である。しかし、研究代表者は 3 次元空間における流体運動においても、 
渦度ベクトル 2 成分の挙動を束縛し自由度 1 のスカラー関数とすることにより、2 次元平面の流れと同様に扱

うことが可能であることを証明した。 
実際、3 次元空間における Navier-Stokes 方程式の解の挙動は渦度ベクトル rot 1 2 3( , , )u ω ω ω ω≡ = によっ

て支配される。解の特異点の発生に関して、偏微分方程式論の立場から考察した Beale-Kato-Majda の結果

は有名である。実際、彼らは時間 で滑らかな解 が条件(0, )T ( )u t 3
0 1 ( )T

i i L
ω= t dt∞∫ Σ < ∞を満たしていれば、

は時刻 を越えて滑らかな解として延長可能であることを証明した。本研究では、このような古典解

の時間延長には渦度ベクトルの 3 成分

( )u t t T=
( 1,i i 2,3)ω = すべてを束縛する必要はなく、自由度 2 の制限

2T∫ Σ0 1i i t dtω= < ∞( )
BMO

 で十分であることを示した。また、Beale-Kato-Majda が定式化した 空間より広

い

L∞

BMO関数により延長可能性が判定できることを証明したことは、調和解析学の視点からの数学的な改良で

あると言えよう。 
3. 非線形放物型方程式の解の漸近挙動にる種々のダイナミックスの解明 
フロントと呼ばれる遷移層の振る舞いは、Fisher 型方程式の解のダイナミックスと密接な関係にある。 
本研究では、同方程式の初期値の取り方によっては時間的にも空間的にも極めて複雑な振る舞いする遷

移層の発生を検出した。 
また 3 つの相が 3 重結合を持つ界面によって隔てられている場合について、その定常状態が存在するた

めの条件について調べた。これは、 古典的な最適化問題である Fermat-Steiner 問題と関連しているが、 
自由度が大きい分だけ困難になり、現代的な視点から見ても興味深い問題であろう。実際、存在を示す

過程で、その不安定次元との関連が自然に導かれることを明らかにした。 
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