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 本研究の目的は、現在迄我々がスカラー場に関して蓄積した方法論に立脚して本来の波動場の数学的

構造を明らかにする事である。特に、非可換ゲージ理論に現れるヤン・ミルズ方程式をミンコフスキ空

間で研究する事と、重力場理論に現れるアインシュタイン方程式をミンコフスキ計量からの摂動論とし

て研究する事を最重要課題とする。加えて古典場を量子場の古典極限として数学的に実現する研究を行

う。これにより古典場と量子場双方の本質的理解を共通の土台の上に構築する事を目指す。先ず問題点

の所在を幾何学的に把握する事を課題とする。また、場の特異性を解消させる機構として解析的に認知

されている零形式の評価や正規型の手法の幾何学的解釈は必ずしも解明されていない。これも当研究課

題の重要な問題として取上げる。同時にディラック系との相互作用の問題も取り上げる。特にディラッ

ク行列の表現が解の構造に与える影響を座標に依らない方法で記述する事を目標とする。 



 

 

Ｓ中間－２－１ 

⑦これまでの研究経過（研究の進捗状況について、必要に応じて図表等を用いながら、具体的に記入してください。）  
 
古典場と量子場の波動現象を数学的に理解する為に、様々な具体的なモデルについて研究を行なった。

以下に研究成果を項目別に述べる。 

Ｉ．古典場の研究 

(a) 非線型波動場 
特に自己相似場の存在と一意性について研究した。半線型波動方程式の自己相似場は、一般相対

論の研究の中でも最近重要な対象となっている。本研究では時空としては平坦なものを取上げ、曲

がった時空における理論の基礎づけを目指した。空間変数について球対称な自己相似場の存在を 2
次元以上の全ての次元で証明した。球対称性の仮定は 5 次元以下なら外せる事も明らかにした。時

空の伸長に対して不変な形で重み付き弱ストリッカーツ評価が成立つ事を初めて証明し、それを有

効に用いて逐次近似法により自己相似場を大域的に構成した。 
 また、楕円型部分が発散形をした準線型波動方程式の未知係数同定逆問題を研究した。これは一

般相対論ではリーマン計量の特徴付けを与える問題に相当する。具体的には、初期境界値問題の小

振幅解を用いて、観測データであるノイマン・ディリクレ写像から未知非線型項の線型部分を再構

成する事に成功した。特に、空間 1 次元の場合、2 次の非線型項の係数を再構成した。更に線型項

と 2 次の非線型項の係数が定数の場合、これらの係数が、境界における 2 回の観測（即ち 2 つの小

振幅解に対する 2 組のノイマンデータとディリクレデータ）で再構成出来る事を証明した。 

(b) 非線型ディラック場 
三次の自己相互作用の下でのディラック場の 1+3 次元での数学的実在についての研究を行なっ

た。無質量の場合は次元解析によって、エネルギー空間                        が臨界である事

が分かるので、経験則（藤田・加藤の原理）によって小振幅解がH1で時間大域的に存在する事が期

待される。しかし実際は、劣臨界の場合の              , s>1,でしか証明されていなかった。本

研究では、球面方向の滑らかさの仮定の下で、H1より小さいが臨界のスケールを持つ空間で、小振

幅解の時間大域解を証明する事が出来た。特に、球体称なH データによるディラック場の時空大域

的存在が数学的に証明された。一方、ディラック行列の表現の変換と保存量の関係についても研究

し、特定のディラック行列の表現に依存していたチャダム・グラシの自由解を、ディラック行列の

直交変換による表現の変換に関して共変的に記述する事に成功した。 

(c) 非線型シュレディンガー場 
散乱解の長時間的挙動は、短距離相互作用の下では自由解により支配されるが、相互作用の影響

は高次の項に現れる。この事実は小さなデータの枠組で空間 1 次元でのみ指摘されていた。本研究

では、それを 5 次元まで拡張し、反撥型相互作用の下では大きなデータに対しても成立する事を証

明した。また、大域場の解析性について研究し、既存の方法論を使い易い形に整理を進め、積分型

相互作用の下での解析性の伝播について結果を得た。 

(d) 定常場 
有限なエネルギーを持った定常場の指数減衰について研究し、非線型項の影響よりも外部ポテン

シャルの影響が支配的である事を証明した。更に、外部ポテンシャルの増大度が定常場の減衰度に

与える影響を具体的に計算する方法を明らかにし、その減衰度が最良である事も示した。 
 また、ヘルムホルツ方程式をモデル方程式として未知障害物による散乱の逆問題を研究した。各

方向から入射した平面波に対する散乱波の遠方場の形状から未知障害物の境界を与える手続きに

ついては線型サンプル法、探査法、特異源泉法、因数分解法、無反応法が代表的であるが、本研究

では無反応法を一般化する事で、これからの良く知られた方法が統一的に理解出来る事を明らかに

した。 
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Ｓ中間－２－２ 

⑦これまでの研究経過（研究の進捗状況について、必要に応じて図表等を用いながら、具体的に記入してください。）  

 
II. 量子場の研究 

(a) 超対称的量子場 
超対称的量子場の理論における Wess-Zumino モデルから次元逓減法により得られる超対称的量

子力学のモデルの数学的解析を行った。解析の主対象はモデルの超対称荷を与える Dirac 型作用素

である。この Dirac 型作用素 Q は，ポテンシャルが有理型関数であり，正則部分と特異部分に分か

れる、という特徴をもつ。次の事項を明らかにした。 
(1) Q の自己共役性 
(2) Q のスペクトルの離散性 
(3) Q の核の非自明性とその次元のパラメーター独立性 
(4) Q の核の次元に対するトレース公式 

(b) カイラル・クォーク・ソリトン 
原子物理学において現れるカイラル・クォーク・ソリトンモデルと呼ばれるモデルの数学的解析

を行った。このモデルのハミルトニアン H は Dirac 型作用素であるが、通常の Dirac 作用素や

Wess-Zumino モデルにおける Dirac 型作用素とは異なり、質量項が行列値関数になっている点に

特徴がある。このような Dirac 型作用素の詳しい数学的解析は皆無である。ハミルトニアン H につ

いて次の諸点を明らかにした。 
(1) 超対称的構造 
(2) スペクトルの構造 
(3) 離散固有値の数の評価 
(4) 対称性の存在と H の簡約部分の解析 
(5) 基底状態の存在条件 
(6) 有用なユニタリ変換の存在 

(c) 弱ワイル関係式 
量子力学の基本原理のひとつである正準交換関係の若干強い形の関係式として弱 Weyl 関係式と

呼ばれるものがある。 
当研究においては、弱 Weyl 関係式の一般化として、「一般化された弱 Weyl 関係式」なる新しい概

念を導入し、これに関わる作用素論を展開した。応用として、量子力学の数学的理論において、次

に述べる成果が得られた。 
(1)一般化された時間作用素の概念の確立と時間-エネルギーの不確定性関係の導出 
(2) 遷移確率の負のベキ乗での時間減衰と状態ベクトルが含まれる部分空間の構造の時間作用素

による特徴付け 
(3) 量子場の理論における時間作用素の発見 

 



 

 

Ｓ中間－３ 

⑧特記事項（これまでの研究において得られた、独創性・新規性を格段に発展させる結果あるいは可能性、新たな知見、学問的・学術

的なインパクト等特記すべき事項があれば記入してください。） 
 
特記すべき事項を⑦の項目に従って述べる 

I. 古典場の研究 

(a) 非線型波動場 
本研究で得られた重み付きストリッカーツ評価は、時空伸張に対して不変な形で与えた初めての

もので、自己相似解の研究以外にも応用が大いに期待される。 
本研究は非線型波動場を現代数学的に取扱うものであるが、一般相対論、宇宙論の特定領域研究の

研究集会において、研究代表者（小澤）が連続特別講義に招待されるなど、物理研究者の間にもイ

ンパクトを与えているものと考えられる。 
 また、準線型波動方程式の未知係数同定逆問題は、これまで殆んど研究された事がなく、極めて

先駆的な研究である。この逆問題は、圧電性を利用したアクチュエーターの非破壊検査の数学モデ

ルとも見做す事が出来、この理論の実用化が期待される。 

(b) 非線型ディラック場 
本研究で得られた末端型ストリッカーツ評価は、実質的に三次自己相互作用をもつ様々なモデル

方程式に対する時空大域場の数学的実在を証明するのに役立つものと期待される。 
また、本研究で導入された、球面上のソボレフ空間を利用する方法は、球対称の場合の結果を一

般化する標準的手続きを与えており、今後の応用が期待される。 

(c) 非線型シュレディンガー場 
散乱解の長時間的挙動の第二項の表現は、非線型相互作用が本質的に効いてくる初めてのもので

ある。この理論はストラウスの臨界冪と優臨界冪の数学的機構の差違を明らかにする現在唯一の理

論である。 

(d) 定常場 
定常場の指数減衰を部分積分を用いて示す方法は、古典的ではあるが、本研究ではポテンシャル

項と非線型項の両方が存在する場合の方法論を与えた所が新しく、他の方程式にも既に応用されて

いる。 
 また、定常的散乱モデルの逆問題における未知障害物の様々な再構成手続きを整理統合した事は

理論的に重要であり、数学的本質を統一的に論じる視点を与えた事は新しい知見である。 

II. 量子場の研究 

(a) 超対称的量子場 
Wess-Zumino モデルの研究においては、ポテンシャルの特異部分を一般の分数関数で考察した

点に新規性があり、得られた結果もまったく新しいものである。 

(b) カイラル・クォーク・ソリトン 
カイラル・クォーク・ソリトンモデルの数学的研究は当研究が世界で初めてのものであり、新し

いクラスの Dirac 型作用素の領域を開拓した意味でも独創的であり、学問的にインパクトがあった

と思われる。 

(c) 弱ワイル関係式 
一般化された弱 Weyl 関係式の理論は、弱 Weyl 関係式およびこれに関連する従来の理論を包括

する、非常に普遍性の高い作用素論であり、一般論としては究極的なところまで行っている。この

理論を用いて、量子力学的状態の遷移確率の時間減衰の構造が一般化された時間作用素を用いて明

らかにされたことは特筆に値する。応用としては、有限自由度の量子力学から量子場の理論まで射

程に入っており、今後の応用的展開が大いに期待される。 
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⑨研究成果の発表状況（この研究費による成果の発表に限り、学術誌等に発表した論文（掲載が確定しているものを含む。）の全

著者名、論文名、学協会誌名、巻（号）、最初と最後のページ､発表年（西暦）、及び国際会議、学会等に

おける発表状況について記入してください。なお、代表的な論文３件に○を、また研究代表者に下線を付し

てください。） 
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dimensions, Math. Z. 247(2004), 747-764. 
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Math. 6(2004), 681-703. 
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R. Fukuizumi and T. Ozawa, Exponential decay of solutions to nonlinear elliptic  
equations with potentials, Zeit. Angew. Math. Phys. 56(2005), 1000-1011. 

T. Ozawa, K. Yamauchi and Y. Yamazaki, Analytic smoothing effect for solutions to  
Schrödinger equations with nonlinearity of integral type, Osaka J. Math. 42(2005),  
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dimension, Proceedings of the Royal Society A. (in press.) 
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小澤 徹, 非線型波動方程式の自己相似解, 北海道大学 数学談話会, 2004年7月. 
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北海道大学, 2005年12月. 
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小澤 徹, 非線型波動方程式の数学的基礎, 宇宙論と特異性研究集会特別講義, 日本大学理工学部,  
2006年1月. 
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