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⑥当初の研究目的（交付申請書に記載した研究目的を簡潔に記入してください。）  
 
 
本研究で明らかにする内容は次の 3 点である 
(a) 非圧縮粘性流れ問題の高品質数値解法の確立 
(b) 移動境界問題の高品質数値解法の確立 
(c) 流れ問題の精度保証付き高品質数値解法の確立 
各項の具体的目的は次のとおりである。 

(a)に関しては、非圧縮粘性流れ問題、密度と連立した密度依存流れ問題、熱と連立した熱対流問題に対

して高精度計算が可能な数値解法の開発と解析を行い、数値シミュレーションを実践する。また、領域分

割法と並列計算による大規模実践コードを作成し、熱対流問題の数値シミュレーションを行う。さらに、

非粘性流れの渦運動の緩和振動についても研究する。 
(b)に関しては、時間変化する移動境界を捕らえることができる高品質数値計算手法の開発と解析を行

い、二流体流れ、曲率流、反応拡散系に現れる問題に適用し数値シミュレーションを行う。 
(c)については区間演算を伴う数値計算手法の改良、新たな精度保証検証手順の開発を行い、それを用い

て熱対流流れの大域分岐問題、ナヴィエ・ストークス方程式の解のキャビティ内や段差流れに関して非凸

領域で精度保証付き数値計算を行う。 

 



Ｓ中間－２ 

⑦これまでの研究経過（研究の進捗状況について、必要に応じて図表等を用いながら、具体的に記入してください。）  
 

本研究の目的である３項目、(a) 非圧縮粘性流れ問題の高品質数値解法の確立、(b) 移動境界問題の高品

質数値解法の確立、(c) 流れ問題の精度保証付き高品質数値解法の確立、の研究経過を具体的問題につい

て述べる。主な研究経過を下図に示す。 
熱対流問題に関する経過。現実の熱対流問題では粘性係数が温度に強く依存していることが多い。高温

度部分では粘性が小さくなり低温度部分では大きくなる。粘性係数が温度に依存する非線形性の高い熱対

流問題に対して有限要素スキームの開発と誤差解析を行った。プラントル数が有限の熱対流問題、無限大

の遅い流れの問題のいずれにも適用でき得られた誤差評価は最良である。一方、領域がある種の対称性を

持つ場合に非常に有効な領域分割法に基づく有限要素法を開発した。これらの結果を結合して、すでに開

発していた３次元球殻領域で地球マントル流れをシミュレートする計算コードを改良し、高レイリー数計

算も可能なコードに拡張した。このコードを使って高レイリー数問題を計算し、高温部低温部の流れの特

徴を捉えた。精度保証計算の目的のために、分岐点の存在検証方式の定式化を確立した。その結果、２次

元のレイリー・ベナール熱対流問題に対して精度保証付き計算により対称性破壊分岐解の存在を具体的な

存在範囲とともに証明することに成功した。 
ナヴィエ・ストークス問題に関する経過。時間２次精度特性曲線有限要素法スキームをこの問題に適用

するに際し、移流拡散問題でその安定性の特徴を詳しく調べた。時間２次精度スキームは、数値積分から

搬入する誤差に関して時間１次精度スキームより強靭な安定性を持っていることが分かると同時に、ナヴ

ィエ・ストークス方程式では圧力項の近似方法が安定性に影響を及ぼすことが分かった。その結果、２次

と１次の複合スキームが良好な計算結果を与えることを見つけその解析が進行中である。２次精度である

こと、解くべき連立１次方程式が対称であることの利点は維持している。定常ナヴィエ・ストークス問題

の精度保証付き計算で必要となる線形化逆作用の評価を改良した。その結果キャビティ流れ問題で先行結

果の 10 倍のレイノルズ数まで精度保証付き計算をすることができるようになった。段差流れ問題の検証

方式を定式化しプロトタイプの数値検証を行った。 
移動境界問題に関する経過。二つの流体がそれぞれナヴィエ・ストークス方程式に支配され時間ととも

に変化する移動界面を持つ問題に対して、符号付距離関数でなく密度そのものを界面捕獲関数として使う

定式化を用いて、エネルギー安定有限要素スキームを開発し解析した。密度、流速、圧力を未知関数にす

る定式化であり、これらに関して時間安定性を証明した。このスキームをレイリー・テイラー問題に適用

し解の挙動を調べ、ある条件化で収束性も議論できることを示した。 
その他、アレン・カーン型の数理モデルに対して界面エネルギーとして総変動量を用いた新たな手法で

界面運動を解析すること、反応拡散系の移動境界問題に適応型有限要素コードを作成し定性的解析をする

こと、特異極限法による数値解法でステファン問題などの移動境界問題を解くこと、渦群の緩和振動の研

究で新たな渦振動を見つけることにも成功している。 
当初の３つの研究目的に対しすでに上述の結果を得ており、それらは国内外の研究集会で広く発表され

た。 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

熱対流問題

温度依存粘性係数対応スキームの開発と誤差評価

対称性利用領域分割有限要素法の開発

３次元高レイリー数計算用地球マントル
流れのシミュレーションコード作成と計算

分岐点の検証方式の定式化を確立
対称性破壊分岐解の存在と具体的範

囲を計算機で証明

ナヴィエ・ストークス問題

移流拡散問題で時間２次精度有限要素法の
安定性の特徴を解析

時間２次精度複合スキームでナヴィエ・
ストークス方程式の安定性を実現

線形化逆作用素の評価を改良 キャビティ流れ問題で今までの10倍の
レイノルズ数で検証に成功

移動境界問題

密度依存ナヴィエ・ストークス方程式のスキーム開発と解析
エネルギー安定有限要素スキームを開発し
レイリー・テイラー問題の数値計算を実行

 



Ｓ中間－３ 

⑧特記事項（これまでの研究において得られた、独創性・新規性を格段に発展させる結果あるいは可能性、新たな知見、学問的・学術

的なインパクト等特記すべき事項があれば記入してください。） 
 
(1) 熱対流問題に対する有限要素法の誤差評価の確立とその応用[1],[6] 
非定常熱対流問題は、ナヴィエ・ストークス方程式と熱エネルギー方程式が浮力項と移流項で連立した

問題であり、非常に多くの数値計算がなされているが、数値解の収束性に関しては、半離散近似など非常

に限定的な結果しか得られていなかった。実際の計算に用いられる全離散有限要素近似に対して初めて、

包括的な誤差評価を与えることに成功した。得られた結果は、係数が温度に依存している場合も含んでい

る。遅い流れの熱対流問題で温度依存係数を持つ場合にも、安定化有限要素法を用いて収束性を示した。

係数の温度依存性は、地球マントル対流やガラス溶融炉内流れ問題などの現実的な問題で本質的に重要で

ある。高レイリー数に対応したスキームを開発し地球マントル対流の数値計算に用いて、粘性係数の温度

依存性が３次元対流パターンに如何に反映するかを明確に捕らえた。 
  論文[1]が掲載された学術雑誌 Numer. Math. は数値解析分野を代表する国際誌で世界に広く流布し

ている。得られた結果は広範囲の有限要素法に適用できるものであり、熱対流問題に対する標準結果とし

て今後引用されると考えられる。これらの結果は、昨年、チェコ共和国ピルセンで開催された「数学モデ

ルと計算法」に関する国際会議(3)等の基調講演で発表した。 
 
(2) 流れ問題に対する精度保証付き数値計算手法の確立とその応用[22],[26] 
科学技術計算において誤差評価は事前誤差評価と事後誤差評価の二つがある。事前誤差評価は離散化の

度合いを上げると数値解が厳密解に収束することを保証しその収束精度を与えるのに対し、事後誤差評価

は計算された数値解と厳密解との絶対的な差を評価するものである。精度保証付き数値計算は後者に関係

する。区間演算を用いるので計算量が増えるが、良好な数値計算結果が得られれば無限次元空間での縮小

写像性を用いて厳密解の存在証明をも与えることになる。したがって、特に非線形偏微分方程式では理論

的研究への波及効果も大きい。流れ問題へ精度保証計算を適用するには計算規模から実用上の問題があっ

たが、数値的検証手法の改善により今回二つの明確な成果が得られた。一つはナヴィエ・ストークス方程

式の例題としてしばしば用いられる２次元キャビティ流れで、精度保証が可能なレイノルズ数が従来の

10 倍まで可能になった。精度保証付き計算では厳密解の存在範囲が各点で正確に与えられているので、

この結果はナヴィエ・ストークス問題の数値計算コードの良し悪しの判定に有用に用いられるであろう。

もう一つは、２次元熱対流問題に対して滑り境界条件の下で非自明解の数値的検証に成功したことであ

る。従来の解析的手法では自明解からの分岐以後の構造は解明できていなかったが、今回分岐点と対称性

破壊分岐解の存在が具体的な存在範囲とともに示すことができたことは、この問題の理論解析にも大きな

インパクトを与えるものである。これらの結果は、昨年、ベルギー共和国ブルージュで開催された「非線

形理論とその応用」に関する国際会議(6)等の基調講演で発表されている。 
 
(3) 移動境界問題に対するエネルギー安定有限要素法の開発[10],[11] 
二つの流体がそれぞれナヴィエ・ストークス方程式に支配され時間とともに移動する二流体問題の数値

計算は数多くなされているが、数値解の収束性の結果は得られていない。今回、密度依存ナヴィエ・スト

ークス方程式を経由して、密度、流速、圧力をそれぞれ定数、非適合１次、定数要素と、１次、２次、１

次要素で近似するスキームを開発し、双方のエネルギー安定性を証明した。前者に対しては物理的に自然

な界面条件ではないが収束性が示せ、後者に関しては自然な界面条件であるが現時点では収束性の結果は

得ていない。したがってまだ最終結果は得ていないが、この方向の研究が収束性を示すスキームの作成に

有力な新しい方向性を与えた。 
 

 (4) 時間２次精度特性曲線有限要素法の開発[7],[8] 
 流れ問題が構造問題と異なる大きな特徴は通常、最終的に解くべき連立一次方程式の行列が非対称に
なることである。移流拡散方程式でもナヴィエ・ストークス方程式でもそうであり、大規模高性能数値
計算を難しくしている。特性曲線法はこの点を克服し計算に必要な行列は対称である。我々は従来の１
次精度を２次精度に上げる理論を作成し、移流拡散方程式で安定性と収束性の結果を得ていた。今回、
ナヴィエ・ストークス方程式に拡張するに際して、１次精度と２次精度の複合スキームが良好な数値計
算結果を与えることが分かったが、その理論的背景は現在研究中である。精度が全体として２次である
ことは示した。ナヴィエ・ストークス問題を対称行列の範囲で解くことができれば高性能計算に結びつ
くものであり、この実現に大きく前進した。 
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⑨研究成果の発表状況（この研究費による成果の発表に限り、学術誌等に発表した論文（掲載が確定しているものを含む。）の全

著者名、論文名、学協会誌名、巻（号）、最初と最後のページ､発表年（西暦）、及び国際会議、学会等に

おける発表状況について記入してください。なお、代表的な論文３件に○を、また研究代表者に下線を付し

てください。） 
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⑨研究成果の発表状況（続き）（この研究費による成果の発表に限り、学術誌等に発表した論文（掲載が確定しているものを

含む。）の全著者名、論文名、学協会誌名、巻（号）、最初と最後のページ､発表年（西暦）、

及び国際会議、学会等における発表状況について記入してください。なお、代表的な論文３件

に○を、また研究代表者に下線を付してください。） 
[23]渡部 善隆, 山本 野人, 中尾 充宏, 楕円型方程式の解に対する局所一意性付き数値的検証法の効率 
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